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EMMY NOETHER ANLliSSLICH IHRES HUNDERTJiiHRIGEN 
GEBURTSTAGES GEWIDMET 
This paper, which is dedicated to Emmy Noether on the occasion of the 
centenary of her birthday, is concerned with the arithmetics of crossed products. In 
particular, the definition of a crossed product order is tightened and it is shown that 
such orders are “one-headed,” i.e., that the “idealizer of radical” method of 
embedding always leads to the same hereditary order. ~8 1985 Academic press, IW. 
Einfiihrend machen wir zunachst die Annahme, da13 R ein kompletter 
lokaler Dedekindbereich mit Quotientenkorper K, A ein zentral einfaches 
hyperkomplexes System iiber K, Z eine einfache Teilalgebra von A iiber K 
mit 1, als Einselement und o, eine hereditare R-Ordnung von Z ist. 
Die Aufgabe besteht darin, o, in eine hereditare R-Ordnung o, von A so 
einzubetten, dal3 das Radikalideal j(o,) von o, mit oA vertauschbar ist. In der 
Arbeit [I] wurde gezeigt, da13 genau ein o, in dem Fall existiert, da13 Z ein 
separabler maximal kommutativer Teilkorper von A ist. In der Arbeit [5] 
wurde die eindeutige Existenz von o, such fur den Fall behauptet, dal3 das 
Zentrum j(Z) ein separabler Oberkdrper von K ist, der mit dem 
Zentralisator von Z in A iibereinstimmt. Aber der Beweis enthllt eine Liicke 
(sh. die letzten drei Zeilen S. 389). 
Schon in den zitierten Arbeiten spielten verschrankte Produktordnungen 
eine wichtige Rolle. Ihre Benutzung macht es z.B. miiglich, den Grundkdrper 
unverzweigt zu erweitern und damit die Algebra zum Zerfallen zu bringen, 
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so da13 A nach Erweiterung des Grundkdrpers in eine volle Matrixalgebra 
iiber dem Erweiterungskorper iibergeht. Es hat sich bei erneuter Diskussion 
des Problems gezeight, darj es zweckmll3ig ist, die in [5] gegebenen 
Definition der verschrlnkten Produktordnung einzuschranken. 
Zunlichst wiederholen wir die Definition der Galoisalgebra, wie sie unter 
anderem Namen in [5] gegeben wurde. 
DEFINITION 1. Das zentral einfache hyperkomplexe System A iiber dem 
Grundkorper K heiljt Galoisalgebra beziiglich der halbeinfachen K- 
Unteralgebra Z von A und der Untergruppe G der Einheitengruppe U(A) von 
A, wenn 
1. 1, E-T 
2. G ist enthalten in dem Normalisator 
Nor,(,,(Z) = {x/x&t) & x-‘Zx = Z) 
von Z in der Einheitengruppe von A, 
3. G enthllt die Einheitengruppe U(Z) als Untergruppe von endlichem 
Index, ’ 
4. A ist die direkte Summe der K-Untermoduln Zu,, wobei u, iiber ein 
Vertretersystem der Restklassen u von G iiber U(Z) lluft: 
A= 1:’ zu,, 
o=u,/u(Z)EGlu(Z) 
5. Der Zentralisator von G in A ist K. 
Diese Definition geht tiber in den Begriff der zyklischen Algebra im Sinne 
von Dickson, Wedderburn [2], wenn Z zyklischer Oberkorper von K ist, in 
den Begriff der verschrankten Produktalgebra im Sinne von Noether, sh. 
Hasse [3], wenn Z eine normale Erweiterung von K ist, in den Begriff der 
Teichmiillerschen Algebra [4], wenn Z ein kommutatives halbeinfaches 
System ist. Es mag bemerkt werden, dal3 G in den beiden ersten Fallen gleich 
dem Normalisator von Z in U(A) ist. Ferner ist Z separabel iiber K in jedem 
Falle. Die Definition ist invariant gegeniiber Erweiterung des Grundkorpers 
von K zu E, es wird dann E OK A Galoisalgebra beziiglich E OK Z und 
G . U(E OK Z). 
Die Struktur von Galoisalgebren lal3t sich wie folgt nlher beschreiben. 1st 
1, = 1, = 2 Ei 
i=l 
’ Es ist klar, dafi U(Z) Normalteiler von G ist. 
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eine Zerlegung der Eins in primitive zentrale Idempotente von Z, so werden 
die Idempotente Ei unter der Transformationsaktion der Elemente von G auf 
Z transitiv permutiert. Die einfachen McLagan-Wedderburn Komponenten 
EiZ sind paarweise K-isomorph, ihre Zentren j(E,Z) sind normale separable 
Erweiterungen eines Grades n2 fiber E,K. Der Stabilisator 
G,,={g/gEG&g-‘E,g=E1} 
von E, unter G ist eine Untergruppe vom Index n, in G. Die Transforma- 
tionsaktion der Elemente aus G,, auf E, Z liefert bei Restriktion auf das 
Zentrum die volle Automorphismengruppe von j@iZ) iiber E,K, wobei 
genau die Elemente aus V(Z) trivial auf j(E,Z) operieren. Es ist daher 
G,,lutZ> g AWj(E,Z)lE,Kh 
dim,A = n* 
dim j(E,Z,EIZ = 4 
ME, Z>: E, Kl = n2 
tl=fZ,tZ,tZ,. 
(n E L >O), 
(n3 E ‘z >O), 
(n, E ‘72 >O), 
Besitzt umgekehrt ein zentral einfaches hyperkomplexes System A vom 
Grad n iiber dem Grundkdrper K eine halbeinfache K-Unteralgebra Z, in 
der fur 1, eine Zerlegung in primitive zentrale Idempotente E, ,..., E,, mit 
K-isomorphen Komponenten EiZ von Z existiert, so werden diese Idem- 
potenten unter der Transformationsaktion des Normalisators 
Nor,,.4 ) z= (x/xE U(A)&x-‘Zx=Z} 
von Z in U(A) transitiv permutiert. Seien ferner die Zentren j(EiZ) normale 
separable Erweiterungen von E,K und G irgendeine Untergruppe von 
Nor UcA)Z, die die Einheitengruppe U(Z) von Z als Untergruppe vom Index 
n, ~~ enthalt und so, da13 der Stabilisator G,, von E, in G bei Restriktion auf 
j(E, Z) die volle Automorphismengruppe von j(E, Z) iiber E, K ergibt. Dann 
ist A Galoisalgebra beziiglich Z und G mit den obigen Eigenschaften. 
Aufbauend auf Definition 1 geben wir nun 
DEFINITION 2. Sei A eine Galoisalgebra iiber dem Grundkorper K 
beziiglich der halbeinfachen K-Unteralgebra Z von A und der Untergruppe G 
der Einheitengruppe von A. Ferner sei K Quotientenkiirper des 
Dedekindbereiches R. 
Die R-Ordnung o von A heiljt verschriinkte Produktordnung beziiglich Z, 
G und R, wenn 
1. D n Z = o, eine hereditare R-Ordnung von Z ist, 
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2. 0 = CbeQucz, qo, u), M(o, 6) = o,(o n fJ>, 
3. M(o, a)-’ M(o, u) = o, z M(o, a) M(o, a)-‘, wobei M(o, a)-’ = 
(x/x E A & xM(o, a) c oZ} (a E G), 
4. M(0, a)-’ oqo, a) = 0. 
Es folgt aus 1, 2 und 4, da13 
4a. M(o, u)-’ o,M(o, u) = 0,. 
In [5] wurde nur die schwiichere Bedingung 4a gefordert. Alle 
verschrankten Produltordnungen in dieser Arbeit sollen der starkeren 
Bedingung 4 geniigen. 
In dem Falle, dal3 der Dedekindbereich R unendlich viele Primideale 
enthglt, ist das Jacobsonsche Radikal jeder R-Ordnung A, d.h. der 
Durchschnitt der maximalen Ideale von /1, stets 0. Es empfiehlt sich daher, 
ein arithmetisches Radikal einzufiihren, das nur das Verhalten der 
Diskriminantenteiler beriicksichtigt. 
Sei A ein separabel halbeinfaches hyperkomplexes System der Dimension 
n = dim, A iiber dem Quotientenkijrper K des Dedekindbereiches R und 
sp = SPA,X. die reduzierte Spur von A iiber K. Dann wird das Diskriminan- 
tenideal b(M/R) jedes endlich erzeugten R-Untermoduls M vom Range n in 
A wie bekannt als der von den Determinanten Sp(a,b,) (a ,,..., a,, b ,,..., 
b, E M) erzeugte R-Untermodul von K erklirt. Es ist ein ein gebrochenes R- 
Ideal #O. Jede R-Maximalordnung von A hat dasselbe in R enthaltene 
Diskriminantenideal, etwa b(A/R). Wenn M in einer R-Ordnung enthalten 
ist, dann ist b(M/R) in b(A/R) enthalten. 
DEFINITION 3. Das arithmetische Radikal AR@) einer R-Ordnung A 
von A wird erklkt als der Durchschnitt aller maximalen Ideale von II, die 
b(A/R) enthalten. 
Das arithmetische Radikal einer R-Ordnung n ist stets ein in A 
enthaltener R-Modul vom Rang n = dim, A. 
Nun konnen wir das Hauptergebnis dieser Arbeit formulieren als 
SATZ. (a) Fur jede verschriinkte Produktordnung o im Sinne der 
Definitionen 1, 2 gibt es genau eine hereditare R-Ordnung o, von A mit den 
Eigenschaften 
AR(%) OA = 0A Wo,), (1) 
M(o, u) 0, = 0, M(o, a) (u E G). (2) 
(b) Unter allen verschrcinkten Produktordnungen bezziglich Z, G, R, 
die in o, enthalten sind, gibt es genau eine gr$te, etwa o,,,. 
641,'20.3-3 
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(c) 0.4 ist der Durchschnitt aller o,.,. enthaltenden R- 
Maximalordnungen uon A. 
Als Einleitung in den Beweis des Satzes moge zunlchst benutzt werden. 
da13 es fiir jede verschrankte Produktordnung o im Sinne von Definition 1.2 
jedenfalls stets eine hereditare R-Ordnung o,, von A mit den Eigenschaften 
(1). (2) gibt. In der Tat wissen wir gemCl3 [5], da13 der Idealisator 
Id,(AR(o)) = (x/x E A & xAR(o) + AR(o)x c AR(o)} = 0”’ 
des arithmetischen Radikals von o in A eine R-Ordnung 0”’ von A ist, die 
das arithmetische Radikal von o als in AR(o”‘) enthaltenes Ideal enthllt. 
Und zwar ist o = o(” genau dann, wenn o hereditlr ist (sh. z.B. [5]). Es gibt 
daher stets eine Kette 
0 = O’O’C o”‘C . . . c o’,\’ 
der Lange k E Z >‘, sodal3 0”’ eine hereditare R-Ordnung von A ist und 
ferner (o(i’)(” = ocitl’, wenn i=O, 1 ,..., ,J - 1. Wir zeigen, da13 die hereditare 
Ordnung o, = o(*’ der Bedingung (1) geniigt. 
Zunachst folgt aus dem hereditlren Charakter der R-Ordnung o, von Z 
gemal [5], da13 das arithmetische Radikal von o, ein Inverses AR(o,)-’ 
beziiglich o, besitzt, sodal AR(o,)) ’ ein endlicher R-Modul von Z ist, fur 
den 
AR(o,)-’ AR(o,) = o7 = AR(o,) AR(oJ’. 
Fur x in 0”’ haben wir 
AR(o,)-’ x AR(o,) AR(o) + AR(o) AR(oJ’ x AR(o,) 
E AR(o,)-’ AR(o,) AR(o) 
+ AR(o) AR(o,)-’ AR(o,) = AR(o), 
mithin 
AR(o,)-’ o”‘AR(o=) 5 o(l). 
Auf Ihnliche Weise erhalten wir 




= AR(o,) - ’ AR(o,) o(I) AR(o,) - ’ AR(o,) 
G AR(o,)-’ o(” AR(o,), 
= o(1)  
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Die Abbildung der zweiseitigen Ideale a von o(‘) auf AR(o,)-’ a AR(o,) ist 
eineindeutig und erhalt Idealaddition und Idealmultiplikation. Fur jedes Ideal 
a,, von R geht das Ideal a,~“’ von o(r) in sich selbst iiber. Wir schliel3en aus 
diesen beiden Bemerkungen, da13 
AR(o,)-’ AR(o”‘) AR(o,) = AR(o”‘). 
Mithin, wie oben 
AR(o,) -I o(*) AR(o,) = o(*) 
usw., schlieljlich 
AR@,)-’ o’*‘AR(o,) = o(l) 
und somit (1). Auf Bhnliche Weise zeigen wir such (2). 
Nachdem die Existenz der hereditlren R-Ordnung o, von A im Einklang 
mit (i), (2) sichergestellt ist, wenden wir uns nun dem Beweis der iibrigen 
Eigenschaften von o, zu. Wir machen zunlchst die zusltzlichen Vorausset- 
zungen 
(A) R ist ein kompletter lokaler Dedekindbereich mit maximalem 
Idea1 g, 
(B) die Algebra A ist Matrizenring n-ten Grades i.iber K, 
(C) die Algebra 2 ist die direkte Summe von zueinander K- 
isomorphen einfachen Algebren Z, ,..., Z,, und Z, ist ein Matrizenring q-ten 
Grades iiber dem Zentrum 3(Z,) von Z,, 
(D) das Zentrum 3(Z,) ist eine normale separable und voll verzweigte 
Erweiterung vom Grade n3 iiber l,,f(, 
w n=n,n,n,, IGI=(G:U(Z))=n,n,. 
Da der Dedekindbereich R lokal ist, so stimmt das arithmetische Radikal mit 
dem gewohnlichen (Jacobsonschen) Radikal j(A) jeder R-Ordnung /i 
iiberein. Nach Voraussetzung ist 
A6 e(czlR) = PO,, 
Ferner ist nach Konstruktion 
e(o,/R) E Z >O. (3) 
j(‘,) ‘A = ‘A j(‘.Z), (4) 
sodal j(o,) o, ein zweiseitiges Ideal von oA mit (j(o,) oA)-’ = j(o,)-’ O, als 
inversem Ideal ist, fur das 
(j(0,) oA)e(oz'R) = po, , (5) 
(jtoZ) OA)-lj(Oz) ‘A = OA =jtoz) ‘A(j(‘Z) ‘A)-l’ (6) 
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Da nun oA eine hereditlre R-Ordnung der einfachen Algebra A ist, so bilden 
die beziiglich oA invertierbaren zweiseitigen gebrochenen o,Jdeale eine 
unendliche zyklische Gruppe, die von j(oA) erzeugt wird, mithin 
j(0,) D* =j(oA)e(A’o), e(‘4/0) E z >O. (7) 
Die Relationen (2) haben zur Folge, da13 fur u aus G stets M(o, a) oA = 
o,M(o, a) ein zweiseitiges Ideal von D, mit (M(o, 0) oA)- ’ = M(o, a)-’ o, = 
o,M(o, a))’ als Inversem beztiglich oA ist. Daher gelten Gleichungen 
o,M(o, a) = j(o,)‘o, V,EPO(UEG). 




0' = \“ M(L)', 0) 
ZG 
M(o', a) =j(oz)-'*'de(A'o)' M(0, a) 
= M(o, u)j(oZ)-I%M~~~)l 
M(o', a) oA = o,M(o', 0) = j(oA)"O, v:,E .zao, 
u < v; = v, - [v,/e(A/o)] E (A/o) < e(A/o) 
@aI 
WI 
gilt fur 0 in G. 
Auch M(o, a) ist beziiglich 0, invertierbar: 
M(o’, u)-’ =j(OZ)IuJe(A'o)l M(o, u)-‘, 
M(o’, a)-’ M(O’, a) = 0, =M(o’, u)M(o’, a)-‘. 
Ferner gilt such 
M(o’, CJ-’ o,M(o’, a) = o,, 
M(o’, 0)-l o’M(o’, a) = o’, 
M(o’, u)-’ O,M(O’, 0) = 0,) 
sodal oA such beztiglich der verschrtinkten Produktordnung o’ den 
Bedingungen (l), (2) geniigt. Es ist dann klar, da13 eine nochmalige 
Wiederholung der Konstruktion wiederum zu o’ fiihrt: 
(0’)’ = 0’. 
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Schliefilich bemerken wir, da13 o’ durch o unabhingig von der Wahl von oA 
im Einklang mit (l), (2), @a, b) bestimmt ist. Zunichst beachten wir 
nlmlich, dal3 o, n Z eine R-Oberordnung von oz ist, fur die j(o,)-’ 
(oA n Z)j(o,) = o, n Z ist. Da o, hereditiir ist, so folgt 
0, n z = 0, (9) 
wie bekannt. Weiter beachten wir, dalj 
(0 n u)(~:~(~)) E 0 n u(z). (10) 
Der Index p, = [v,/e(A/o)] ist durch die Relationen 
j(oz)p M(0, a) G 0,) 
j(oz)--L(“--l qo, 0) szi 0,) 
die gleichbedeutend sind mit 
.iGb- u,(G:U(Z)) qu, u)(G:u(Z)) c o,) 
j(oz)-(hv+ l)(G:U(Z)) ~(0, u)(G:U(Z)) @ oA, 
oder 
j(o,)- r,(G:U(Z)) (o n u)(G:U(Z)) g o,, 
AW (P,+ l)(G:U(Z)) (a n u)(G:U(Z)) @ o,, 
oder also wegen (9), (10) mit 
j(oz)- u,(G:U(Z)) (,, n u)(G:U(Z)) c oz, 
.i(o,)- (u,t I)(G:U(Z)) @, n u)(G:U(Z)) @ oz, 
gegeben. Somit hiingt p, alleine von o ab. 
Wir konnen also ohne Beschrankung der Allgemeinheit o durch o’ 
ersetzen. Mithin mtissen wir unter der zuslitzlichen Annahme 
0’ = 0 (11) 
zeigen, dal3 o, eindeutig bestimmt ist, dal3 oA der Durchschnitt aller o 
enthaltenden Maximalordnungen ist und da13 o die grol3te in oA enthaltene 
verschrankte Produktordnung von A beziiglich Z, G, R ist. 
Nach Annahme (11) ist 
M(0, u) 0, = o,M(o, a) = j(o,)‘~, 
Ferner gilt allgemein 
M(0, 6) M(0, t) G M(0, UT) 
0 Q v, < e(A/o). 
(u, r E a 
(12) 
(13) 
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sodal in unserem Falle 
M(o, a) M(o, z) = M(o, UT) wenn v, + v, < @lo), 
=j(oz) ’ M( 0, us) wenn v, + v, > e(A/o). (14) 
Insbesondere bilden die u aus G, fur die der Exponent v0 gleich Null ist, den 
Normalteiler @= (c/cr E c& v, = 0). Fur cr aus N haben wir o,.,M(o, a) = 
oA = M(o. a) 0,. Es mu13 also in o n u eine Einheit u, von o,,( geben; diese ist 
natiirlich such Einheit in o. Also 
M(o,u)=o,u,=u,o,, u, 6 Wo) (0 E N), (15) 
ULr UT = c,.,u,, 3 co,, (5 V%) (a, t E N). (16) 
Die Regel (14) impliziert, da13 die Abbildung von G nach L/e(A/o), die u auf 
v,/e(A (0) abbildet, ein Multiplikation-Addition-Homomorphismus mit fl als 
Kern ist. Die Faktorgruppe von G iiber N ist daher zyklisch von einer 
Ordnung e, mit einer Erzeugenden 0,/N, fur die gilt 
(3, E G, v,, =ez, e(A/o) = e, ez, e,, e2 E Z >O. (17) 
Urn die Struktur von o und o, zu beschreiben, kniipfen wir an die 
Strukturanalyse der Galoisalgebra A beziiglich Z, G an. Die zentralen 
primitiven Idempotenten von 
z=z, @Z,@ a** @Znl 
sind 
e, = 1,. (1 <i<n,). 
Die Transformationsaktion mit den Elementen von G auf Z permutiert 
Z , ,..., Z,, sowohl als e, ,..., e,l transitiv. Restriktion auf den Normalteiler 
N = { g/g E G & g/U(Z) E Iv} fiihrt zu t, Bahnen gleicher Lange t, mit 
n, = t,t,, t,, t, E z >O, 
sodal nach passender Numerierung die ldempotenten 
ecic ~)f,+ 19.a.3 eit 1 (1 < < t*>, 
transitiv von N transformiert werden, somit sind die I&mpotente 
Ei= 2 




invariant unter der Transformationsaktion von N. Femer kann nach 
geeigneter Numerierung angenommen werden, dal3 
M(o,u,)-‘E,o,M(o,u,)=Ei+,o, (1 < i < b>, 




e,=e;t,, e; E Z >O. (21) 
Fur jedes i konstruieren wir tf Matrixeinheiten Eij, (j, k = 1, 2,..., tl) von 
Ei oEi auf Grund der Bermerkung, dal3 es fur jeden Index j > 1 ein Element 
uik in fl gibt, fur das 
-1 
U,i~e(i-l)fltiU~ik=e(i-i)f,+, 
ist. Zuniichst setzen wir 
sodal 
Eill=e(i-lU,+l~ 
Eilk = e (i-l)t,tlUoixe(i-I)l,tk, 
Eikl =e(i-,),,+,u,:e(i-,),l+l, 
Eikk=e(i-l)fltk (1 <k< t,), 
EiEikk = EikkEi = Etk = Eikk # 0 (1 <k<t,), (224 
% Eikk = Ei 3 (22b) 
i=l 
EillEi,,=EilkEikk=Eilk, 
EikkEikl =EikIEi~l =Eik~ 
ist. Wenn 1 < k < t,, dann haben wir 
und lhnlich 
Setzen wir nun noch 
Eij.k = E*jl Eilk (1 <j<t,, 1 <k<t,), 
dann geniigen die t: Elemente E,, von EioEi den Relationen (22a, b) und 
EijkE*jfkf = kjTEijk’ (j, k,j’, k’ = 1, 2 ,..., tJ, (23) 
fur Matrixeinheiten. 
Sei nun A irgendeine o enthaltende R-Maximalordnung von A. Da A 
Matrizenring vom Grade n iiber K ist und der Dedekindbereich R lokal ist, 
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so ist A zu Rnxn unter U(A) konjugiert. Ohne Beschrankung der 
Allgemeinheit konnen wir annehmen, dal3 
A =Rnx”, 
wobei die Transformation noch so gewahlt werden kenn, da13 
Eh = (djiBhkln/tJ* 
E/m = (JhidhkErsh 
Ers = tsri asklnln ,I (i, k, r, s = 1, 2 ,..., t,, h = 1, 2 ,..., tJ. 
Die hereditlre Ordnung o, ist von der Form 
*z = \’ E, ozEh, 
h:, 
wobei E, o, E, eine hereditlre Ordnung von E,ZE, ist, die zum 
Zentralisator der Matrizeneinheiten E,, gehort, sodaB die Elemente x von 
E,ZE, von der Form 
(shishk(ltl X dh(X))) (i, k = 1, 2 ,..., t2), 
sind, wobei d, eine treue Darstellung von E, o, vom Grade n/n, i.iber R ist. 
Der Durchschnitt der hereditiiren Ordnung E,o, mit dem Zentrum 
j(E,Z) = E,z(Z) zR j(Z) ist die R-Maximalordnung E, 0 3(2) ?%R adz,. 
Gemal dem Satz von Steinitz, angewendet auf lokale Dedekindbereiche, ist 
jede Darstellung iiber R arithmetisch Equivalent zu einer Summe von 
regularen Darstellungen, mithin diirfen wir annehmen, da13 
dh(Ehz) = (di/c’i’(Z)) (i, k = 1,2 ,..., n/n1n3, z E o&, 
und w die regullre Darstellung von j(Z) iiber K ist mit R-Basis von 030) als 
K-Basis von j(Z). 
Fiir jede der hereditiiren Ordnungen E,o, finden wir nun eine Partition 
Sh 
n/nln, = \‘ nhi 
iZ1 
(s,, E E >O, nhiE .z>O, 1 <i&Sh), 
von n/nin, in die Summe natiirlicher Zahlen nhi, sodal nach geeigneter 
Transformation d,(E, oz) aus allen Matrizen der Form 
(xhik), 
txhik E W(“gz))n”‘Xnhk wenn I <i<k<s,, 
X,, E w(cQ)“hi” w wennI<k<i<s,, 
‘$ =j(uscz,> das maximale Ideal von o& besteht. 
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Wir bemerken nun, dab nach Annahme 3(Z) separabel und voll verzweigt 
iiber K ist, sodal. eine Eisensteinerzeugung 3(Z) = K(r) best&t, fir die 
<usczj =j(~~& = ‘$I das maximale Ideal von otizj ist, und ferner 




v(r) = . . 9 
. . 
0 1 
?c, 7L2 * * * ’ 7& 
r,R =.i(R), =i EAR) (i = 1, 2,..., 4) (4 = 4% %I- 
Wir sehen nun wie in [5, S. 3901, dab die hereditare R-Ordnung /i,, die von 
allen Matrizen 
(Yhik)~ 
(Yik E R wennl<i<k<nn,, 
Yik W(R) wenn l(k<i(n,) 
gebildet wird, der Durchschnitt aller Maximalordnungen von K”*x”2 ist, die 
ty(o,(,,) enthalten. Entsprechend, da13 die R-Ordnung J,,, die von allen 
Matrizen 
(yhik)~ 
(Yhik E (iihiXnhf wenn 1 <i<k<s,,, 
Yhi, E j(AJnfiix “*k wennl<k<i<s,) 
gebildet wird, der Durchschnitt aller Maximalordnungen von y1(3(Z))~‘~l~~“‘l 
ist, die d,(E, oz) enthalten. 
Nun ziehen wir die Relationen (20) heran. Wir verwenden die Matrizen 
Ers = (8irdksznllJ (r, s, i, k = 1, 2 ,..., tJ, 
von ~4, fur die gilt 
Ei.Jrs = d&is (i, k, r, s = 1, 2 ,..., t2). 
Dann folgt aus (20) und der Invarianz M(o, al)-’ oM(o, a,) = o, dab 
M(O, ~1)~’ EiOEiM(O, 0,) =Ei+ 1 OEi+ 1 (1 < i < b), 
M(o,o,)-’ Et20Et2M(o, ul) =E,oE,. 
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Wir setzen fiir r, s = 1, 2 ,..., t, 
M(Oy Ul)rs = {X,,/(Xik) E M(O, U,), Xi/( E K”“2x”“‘, 
i, k = 1, 2 ,..., t2) 
M(0, a,),’ = ( Yrs/(Yik) E M(0, a,)-‘, Y,, E K”/“x”if’, 
i, k = 1, 2 ,..., t2) 
und linden wegen (20), (21), dal3 
M(o, (T,)~~ = 0 wenn k # i + l(1 < i < tz) oder i = t,, k # 1, 
M(o, a,),;’ = 0 wenn k # i - 1 (1 < i < t2) oder i = 1, k # tz, 
M(“, ul)i,i+ l”Co7 ul)Fll,i = df(Ei ‘.Z) (1 < i < b), 
M(o9 u~)i,l*,i”(o~ ul)i,i+ I =di+ lCEioz) (1 < i < tJ, 
MC03 %)r*,lM(o~ fm:, =42&2%)’ 
MC% G,:p(o, ud*,,1 =A,@, %I> 
M(o3 u*>~~~l,idi(Eio,)M(o, ul)i,i+l =di(EioZ) (1 < i < tJ, 
M(o, 6,:,42&20,) MO, Q,,, =A,@, oz>. 
Wegen der eindeutigen Bestimmtheit der hereditaren OrdnungenZ~, bleiben 
die eben hergeleiteten Relationen richtig, wenn Ai(Ei oz) durch A i = ItI X Ji 
ersetzt wird und M(n, oi)i,i+ i, M(n, ci)i+ i-i, M(n, oi)l,,i und M(% oi)i,,, 
durch 
Mi,i+ 1 =2iM(o, ul>i,i+ lx{+ 13 
Mi+ l,i = ;i+ l”(O, ul>i+ l,ibi (1 < i < b), 
M 11.1 =z,wo~ %)I;,,~1 9 
M 1,t2 =kWo, ~I)I.I~~~~ 
ersetzt werden. Somit 
Mi,i+lMi+,,i=/I=i, Mi+ l,i Mi,i+l=/i=i+l, 
Wz,&5,1p=/1=t2~ M,.tzW2,, =& 
Mi+ 1.i JiMi,i+l=Ji+lr W,t2&Mt2,1 = 2, (1 < i < CJ. 
Wir diirfen Mi+,,i als Inverses von Mi,i+l im Sinne der Theorie der endlich 
erzeugten R-Moduln maximalen Ranges (Dedekindmoduln) von K”“2X”‘f2 
interpretieren. 
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Sei nun allgemein A ein zentral einfaches hyperkomplexes Sytem iiber dem 
Quotientenkiirper K des Dedekindbereiches R. 
DEFINITION 4. Wir nennen zwei R-Ordnungen X, Y von A modulkon- 
jugiert, wenn es R-Dedekindmoduln M,, M, von A gibt, fur die 
M, XM, = Y, M,X= YM, =M,, M,Y=XM,=M,, 
M,M, = Y und M,M, =X 
ist. Diese Beziehung ist reflexiv, symmetrisch und transitiv. 
Wenn X und Y modulkonjugiert sind, dann bildet die Abbildung 
ZZ(X) + ZZ( Y): (0, VW = M,BM, (B E ZV)), 
die Menge ZZ(X) der R-Dedekindmoduln M die der Invarianzbedingung 
XM = M = MX geniigen, eineindeutig auf die entsprechend gebildete Menge 
ZZ(Y) ab. Ferner erhllt die Abbildung sowohl die in ZZ(X) definierte 
Modulmultiplikation als such die dort ebenfalls abgeschlossene Modulad- 
dition. Auch gilt fur jedes Mitglied ,I von ZZ(R) in K, dal3 (p@B) =&O(B) 
(B E ZZ(X)) ist. Mithin bildet rp das arithmetische Radikal von X auf das 
arithmetische Radikal von Y ab: 
Beziiglich X invertierbare Ideale werden auf beziiglich Y invertierbare Ideale 
abgebildet. Mithin ist jede Modulkonjugierte einer hereditlren Ordnung 
wieder hereditar. 
Ein spezieller Fall von Modulkonjugiertheit ist die Konjugiertheit zweier 
R-Ordnungen X, Y von A beziiglich innerer Automorphismen. Wenn namlich 
E-‘XC = Y (E E U(A)) gilt, dann haben wir M,XM, = Y mit M, = YE-IX, 
M,=XE Y. 
Das Umgekehrte gilt dagegen nicht notwendig. Denn es sei z.B. 
A = Snx”, S schiefkorper, 
os eine R-Maximalordnung von S, 
g ein maximales Ideal von os, 
dann ist otXn eine R-Maximalordnung von 
296 BENZ UND ZASSENHAUS 
und fur jede Partition 
s 
n= \’ n, 
iY1 
(s E Z >O, n, E Z >O, 1 < i < s), 




in Standarddarstellung. Dann sind X= H(o,, g, it, ,..., ~l$), Y = H(o,, g, 
n{ ,..., ni) modulkonjugiert, weil 
(YX) X(XY) = YXXXY = YXY = Y, 
(YX)(XY) = YXY = Y, 
(XY)( YX) = XYX = x, 
wie sofort nachgerechnet wird. 
Dagegen sind H(o,, g, n ,,..., n,), H(o,, g, n; ,..., n;) genau dann konjugiert 
unter U(A), wenn ni = n; (1 < i < s), d.h. H(o,, g, n, ,..., n,) = H(o,, g, n; ,..., 
ni) ist. Andererseits konnen X= H(o,, g, n, ,..., n,) und Y = H(o,, g, 
n; ,..., ni ,) nur dann modulkonjugiert sein, wenn s = s’ ist, weil die Abbildung 
rp die Oberordnungen von X eineindeutig auf die Oberordnungen von Y 
abbildet. Aber unter ihnen sind genau s maximale fur X, s’ maximale fur Y, 
mithin ma0 s = s’ sein. 
Eine Modulkonjugiertheitsrelation 
M,XM, = Y, M,X= YM, =M1, M,Y=XM,=M,, 
M,M,= Y und M,M, =x 
wird trivial abgeandert, wenn M, ersetzt wird durch N, U mit beziiglich 
X invertierbarem U aus ZI(X) und M, ersetzt wird durch U-‘M, = 
(M, UMJ’. 
Andererseits, wenn noch eine zweite Modulkonjugiertheitsrelation 
MIXM; = Y, MI M; = Y, M;M; =X besteht, dann ergibt sich, da13 
M;M,M,M;=M;YM;=M;M;XM;M;=XXX=X, 
M,M;M;M,=M,YM,=M,M,XM,M,=XXX=X, 
XM,M; = M,M; = M,M;X, XM;, M, = M;M, = M;M,X, 
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soda0 M,M{ und iViM, zueinander beziiglich X inverse Ideale sind. Setzen 
wir nun U=M,M;, U-r =M;M,, so ist 
M,lJ=M,M,n4; = yn4; =hf;, U-‘M,=A4pf,M*=M;Y=M’ 2’ 
Demnach ist jede Moditikation trivial. 
Kehren wir nun zu der Untersuchung des gegenwlrtigen Falles zuriick. 
Unter den Dedekindmoduln von P”‘2Xn’tZ, die X in Y transformieren, gibt es 
genau einen maximalen, etwa T(X, Y). Alle anderen sind von der Form 
Ax>” T(Z r) = T(XYMY)” (v E z >O). 
Die Optimalidt von o zusammen mit der Bedingung (20) bedeuten nun, da13 
Mi,i+l =‘t, X T(11”t7zi+1) (1 < i < t2), 
w2.1 =JwKl x TG&*JJ 
ist. Wir merken gleich an, dal3 fiir drei hereditare Ordnungen X,, X2, X, von 
K n/tzx n/t2 von denen sich je zwei mit Hilfe invertierbarer Dedekindmoduln 
ineinandir transformieren lassen, die Regel 
l-(X, 9 X3) = TV, 1 X2) v2 3 X3) (24) 
gilt. Nun sehen wir, dal3 /i die R-Unteralgebren 
(s,is,,ll”~xt~) (1 < h < f2), 
sowohl als such die R-Untermoduln 
(rJhiShi l,k T(&“‘l, iQ,“:q> (1 4 h < 4>, 
(~5&~j(o~) T(&;x’l,if~lxtl)) (i, k = 1, 2,..., t2), 
also wegen multiplikativer Abgeschlossenheit und der Regeln (24) such die 
R-Untermoduln 
enthalt. 
(8hish,kT(jif:xtI’A~~t’ )> (1 < h < h’ < t2), 
(8hidh’kj(oZ) T(iiy”,Ap’q) (1 <h’ < h < f2) 
Beachten wir noch, dal3 T(x? “I, 22 x ‘I) = 2:: “I, so finden wir, da13 A die 
hereditare Ordnung 
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n = 9 c nji 
i=l c i j=l 
enthalt, fur die die Regeln 
j(o,)-’ G,j(o,) = a,4 3 
M(0, a)-’ a,iqo, a) = 5.4 (0 E c>, 
ebenfalls erfiillt sind. Mithin ist Ga enthalten in allen maximalen Ordnungen, 
die o enthalten, also such in 0,. Aber keine echte Oberordnung von 6,4 ist 
mehr unter der Transformation mit j(oz) und mit M(o, o) (a E G) invariant. 
Also ist o, = za. 
Somit ist in der Tat o, der Durchschnitt aller o enthaltenden maximalen 
Ordnungen. Aus der Beschreibung von C,4 geht hervor, dalj 
M(o, u) = 0.4 
ist, sodal in der Tat o die maximale in o, enthaltene verschrankte 
Produktordnung beztiglich G, Z, R ist. Damit ist der Satz fiir den speziellen 
Fall der Voraussetzungen (A) bis (E) bewiesen. Wie in [5] verwenden wir 
nun die Bemerkung. darj sowohl die Behauptung des Satzes als such seine 
Voraussetzungen invariant sind gegentiber 
(a) Lokalisierung, 
(b) Komplettierung, 
(c) Erweiterung des Grundkorpers zu relativ unverzweigter 
Erweiterung. 
Damit wird der Satz aber auf den bisher behandelten Speziaifall 
zuriickgefiihrt. 
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